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Sur le calcul ombral

Objectifs
Ce probleme introduit le calcul ombral et propose d’en démontrer certains résultats.

Historiquement, ce « calcul » reposait sur un ensemble de manipulations heuristiques sur les indices qui étaient
traités comme des puissances. Pour justifier ces régles, une solution consiste & utiliser des endomorphismes
agissant sur des polynémes. Ce probléme a pour objectif de présenter ces régles et d’en déduire des identités
polynomiales non triviales.

Notations

— K désigne R ou C.

— K[X] désigne 'ensemble des polyndmes a coeflicients dans K. Dans ce probléme, on identifie polyndmes

I

formels et fonctions polynomiales de K dans K associées. On identifie de plus les éléments de K aux polynémes
constants.

Tout polynéme p € K[X] s’écrit de maniére unique

+00
p=3 axt
k=0

ou (a;) est une suite & valeurs dans K nulle & partir d’un certain rang. Si p n’est pas le polynéme nul, son
degré deg(p) est le plus grand entier k tel que a; # 0. Par convention, le degré du polynéme nul est —1
(cette convention est inhabituelle).

Si n est un entier naturel, K, [X] désigne le sous-espace vectoriel de K[X] des polynoémes de degré inférieur
ou égal a n.

On note £(K[X]) lalgébre des endomorphismes de 1’espace vectoriel K[X].
On note I 'endomorphisme identité de K[X].

Les éléments inversibles de 'algebre £(K[X]) sont les endomorphismes bijectifs (automorphismes) de 1’espace
vectoriel K[X].

Pour T € £(K[X]) et p € K[X], on note Tp = T'(p).
D désigne I'endomorphisme de dérivation sur K[X]: Vp € K[X], D(p) = Dp =p’.

Si T est un endomorphisme de K[X], on définit la suite d’endomorphismes (7%) par récurrence : T° = I et,
pour tout k € N, TF1 =T oT* =TkoT,

Etude d’endomorphismes de K[X]

LA - Soit a € K. Pour tout p € K[X], on pose E,(p) = E,p = p(X + a).

Q1. Montrer que E, est un automorphisme de K[X].

I.B - A tout p € R[X], on associe la fonction J(p) = Jp de R dans R définie par
z+1

Ve ER,  J(p)@) = Jp(x) = / p(t) dt.

x

Q 2. Montrer que J est un endomorphisme de R[X].

Q 3. Montrer que J conserve le degré et que J est inversible.
I1.C - A tout p € K[X], on associe la fonction L(p) = Lp de K dans K définie par
+o0o

Ve e K, L(p)(z)=Lp(zx)=— / i’ (x4 t) dt.
0
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+oo
Q 4. Montrer que / e 'tk dt existe pour tout k € N et calculer sa valeur.

0
Q 5. Montrer que L est un endomorphisme de K[X]. Est-il inversible ?

IT Formule de Taylor pour les endomorphismes shift-invariants de
KX]

Soit T' un endomorphisme de K[X]. On dit que :

— T est shift-invariant si, pour tout a € K, E, o T =T o E_ ;

— T est un endomorphisme delta si T est shift-invariant et si 'image du polyndéme X par 7' est une constante
non nulle : TX € K*.

II.A -
Q 6. Soit a € K. Vérifier que les endomorphismes I et D sont shift-invariants, ainsi que les endomorphismes
E,, J et L définis dans la partie I. Sont-ils des endomorphismes delta ?

Q. Montrer que I'ensemble des endomorphismes shift-invariants de K[X] est une sous-algebre de £(K[X]).
L’ensemble des endomorphismes delta de K[X] est-il stable par addition ? par composition ?

II.B —
Q 8. Soit (ay,)en une suite d’éléments de K. Pour tout polynéme p € K[X], montrer que l'expression

+o00

> aDp

k=0
a un sens et définit un polynome de K[X].

+00 +0o0
On note alors Z a, D* T'application de K[X] qui, & un polynoéme p € K[X], associe le polynome Z a, D*p.
k=0 k=0
+00
Q9. Montrer que, pour toute suite (ay,),en d’éléments de K, Z a;, D* est un endomorphisme shift-invariant.
k=0
+oo +o0
Q 10.  Soit (ay,)gen et (by)ken des suites d’éléments de K telles que Zaka = Zkak.
k=0 k=0
Montrer que, pour tout k € N, a;, = b,.
, . Xn
Pour tout n € N, on définit le polynéme ¢g,, = . On se donne 7" un endomorphisme de K[X].
n!

Q 11. Montrer que T est un endomorphisme shift-invariant si, et seulement si,

+00

T =73 (Tq)(0)D.

k=0
Q 12.  Montrer que deux endomorphismes shift-invariants de K[X] commutent.
I1.C - Dans cette sous-partie, on applique le résultat de la question 11 aux endomorphismes de la partie I.

Q 13.  Pour tout p € K[X] non nul et a € K, montrer, & laide de la question 11, que

deg(p) ak
p(X+a)= 3 p
k=0 .

ou p*) désigne la dérivée k-itme du polynéme p. Reconnaitre cette formule.
Q 14. Pour p € K[X], exprimer Jp en fonction des dérivées p*) (k € N) de p.
Q 15.  Démontrer que 'endomophisme D — I est inversible et exprimer L en fonction de (D —I)~*.

II.D - Dans cette sous-partie, T est un endomorphisme non nul shift-invariant de K[X].
On rappelle que le degré du polynome nul est par convention égal a —1.
Q 16.  Montrer qu’il existe un entier naturel n(7") tel que, pour tout polynéme p € K[X],

deg(Tp) = max{—1,deg(p) —n(T)}.
Q 17.  En déduire ker(T') en fonction de n(T).
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Q 18. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(1) T est inversible ;

(2) T1#0;
(3) Vp € K[X], deg(T'p) = deg(p).
Q 19.  Si ces conditions sont vérifiées, montrer que T~ est encore un endomorphisme shift-invariant.
IILE — Dans cette sous-partie, T est un endomorphisme delta de K[X].
+00
Q 20. Montrer qu’il existe une suite de scalaires (qy,),ey vérifiant oy =0, g #0 et T = Z a, D
k=1

Q 21. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme U shift-invariant et inversible tel que T' = D o U.
Préciser U dans le cas T = D, puis dans le cas T' = L.

Q 22. Pour tout polynéme p € K[X] non nul, vérifier que deg(Tp) = deg(p) — 1. En déduire ker(T) et le
spectre de T'.

Q 23. Pour n € N, on note T, la restriction de T' & K,,[X]. Montrer que T, est un endomorphisme de K,,[X].
Est-il diagonalisable ?

Q 24. Déterminer Im(7;,) en fonction de n € N et en déduire que T est surjectif.

III Suite de polyndémes associée a un endomorphisme delta

On souhaite montrer que, pour tout endomorphisme delta Q, il existe une unique suite de polynémes (g,,)nen
de K[X] telle que

— Q=13

— Vne Na deg(Qn) =n;

— VneN* ¢,(0)=0;

— VYneN*, Qg, = ¢,_1-
Cette suite sera appelée suite de polyndmes associée a ’endomorphisme delta Q.

III.A — Soit @ un endomorphisme delta.
Q 25. Montrer 'existence et 1'unicité de la suite (g,,),cy de polynémes associée a Q.
Q 26. Montrer que, pour tout entier naturel n,

n

Viz,y) €K, gz +y) = ap@)g, ()
k=0
III.B -  Réciproquement, soit (g,,),en une suite de polynémes de K[X] telle que Vn € N, deg(q,,) = n et

n

Viz,y) €K gz+y) = q(x)g, (1)
k=0

Q 27.  Montrer qu’il existe un unique endomorphisme delta ¢ dont (g,,),,c\ est la suite de polynémes associée.

IIT.C —  Soit () un endomorphisme delta, soit (g, ),y 1a suite de polynoémes associée & Q) et soit n un entier
naturel.

Q 28.  Montrer que la famille (¢y, ¢y, -.-, q,,) est une base de K, [X].

Q 29. D’aprés la question 23, @ induit un endomorphisme de K, [X] noté @,,. Donner sa matrice dans la
base précédente. En déduire sa trace, son déterminant et son polynome caractéristique.

IT1.D — Dans cette sous-partie, on détermine la suite (g,,),cy de polynémes associée a certains endomor-
phismes.
Q 30. Pour Q = D, vérifier que

Vn e N, qn:X—.

Q 31. Pour Q = E, — I, vérifier que

X(X —1)(X—n+1)
n!

Vn € N*, 4, =
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III.LE — Cette sous-partie propose de généraliser la formule de Taylor démontrée dans la partie II. On se
donne @ un endomorphisme delta et on note (g,,),en la suite de polynémes associée a Q.

400
Q 32. Démontrer que, pour tout p € K[X], expression Z(Qkp)(())qk a un sens et définit un polyndéme de
k=0

K[X], puis que

+00

p = (Q"p)(0)q.

k=0
Q 33.  En déduire que, pour tout endomorphisme shift-invariant 7', on a

+00

T =Y (Tq,)0)Q"

k=0

II1.F —

Q 34. En choisissant @ = E; — I, démontrer que, si p est un polynéme non constant, alors

deg(p) k ' k
pX)= (Z(—W“ <j>p(X+j)> ~

=

k=1 =0

C’est la formule de dérivation numérique des polynomes.

IV Un peu de calcul ombral
Si T est un endomorphisme de K[X] on définit sa dérivée de Pincherle, notée T”, comme I’endomorphisme de
K[X] tel que,
vp e K[X],  T(p) =T(Xp) — XT(p).
IV.A — Soient S et T deux endomorphismes de K[X].

+00 +00
Q 35.  Montrer que, s’il existe (a,,),en sSuite de scalaires telle que T' = Z a, D*, alors T’ = Z ka, D*1.
k=0 k=1
Q 36. Si T est un endomorphisme shift-invariant, montrer que 7" est encore un endomorphisme shift-inva-
riant.

Q 37. SiT est un endomorphisme delta, montrer que T” est un endomorphisme shift-invariant et inversible.
Q 38.  Vérifier que (SoT) =80T+ ST".

IV.B —  Soit @ un endomorphisme delta. On rappelle que d’apres la partie II, il existe un unique endomor-
phisme U shift-invariant et inversible tel que @ = Do U. On note (g,,),cn la suite de polynémes associée & Q
au sens de la partie III.

Q 39. Démontrer que, pour tout n € N*, on a
(Q o U™ H(X") = XU (X" 1.
Q 40. En déduire que, pour tout n € N,
nlg,(X) = XU (X" 1)
puis que
ng, (X) = X(Q") " (g,1)-

IV.C — Dans cette sous-partie, on applique les résultats de la question 40 a I’endomorphisme L étudié dans
les parties I et II. On note (¢,,),c sa suite de polyndmes associée au sens de la partie III.

Q 41.  Vérifier que, pour n € N*,

K;z = K;z—l Loy
et
X0 — Xt +ntl, =0
et
N k(1 Xik
609 =320 (k_ 1) c
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IV.D —  Soient Q un endomorphisme delta de suite de polyndmes associée notée (¢,,)pen-

Q 42. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme inversible T' tel que

X7l
Vn € D\‘, an = F
Q 43. Montrer aussi que D =T o Qo T 1.
IV.E —  On fixe @ > 0 et on définit la fonction W de K[X] par

| KXT = KX
W" p = plaX)

Q 44. Montrer que W est un automorphisme de K[X].
On pose P =W o Lo W~! ot L est I’endomorphisme étudié dans les parties I et II.

Q 45. Montrer que
-1
P = ll) o <1D — I) .
@ @

Q 46.  Montrer ensuite que P est un endomorphisme delta dont la suite de polynémes associée (p,, ),,c vérifie

Vn e N, D, =L, (aX).

Q 47.  Vérifier que D = Lo (L —1)"* puis que P = Lo (ad + (1 — a)L)fl.

n
On note T' 'unique automorphisme vérifiant, pour tout n € N, 7¢,, = % et on pose Q =T oPoT 1,

Q 48. Montrer que Q = Do (aI +(1— oz)D)fl. En déduire que @ est un endomorphisme delta dont la suite
de polyndémes associée (7,),cy Vérifie

Vn € N*, rn:Z (Z_1>ak(l—a)"k);.

Q 49. Conclure que

VneN, £ (aX)= zn: (Z B 1) aF(1— )" ke, (X).

k=1

Les endomorphismes W et T étudiés dans la sous-partie IV.E sont appelés opérateurs ombrauzx. Les polynomes
(£,) associés a l'endomorphisme L sont connus sous le nom de polynémes de Laguerre (de paramétre —1). La
derniére formule démontrée grace auzr opérateurs ombrauz est leur formule de duplication.

oo oe[[Ne oo
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