SESSION 2013 PSIM206

aax. CONCOURS COMMUNS

wer POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PSI

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de
la rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

Les calculatrices sont autorisées.

Notations :
Pour ce probleme, on désigne par :
— n un entier naturel non nul ;
- M,, (R) I’algébre des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
Pour toute matrice A € M,, (R), on note :
— A la matrice transposée de A ;
— det (A) le déterminant de A ;
— sp (A) ’ensemble des valeurs propres de A.
Onnote S, (R) = {4 € M,, (R) | ‘A = A} le sous-espace vectoriel de M,, (R) formé des
matrices symétriques.
— Un vecteur de R" est noté :
X1
T2
T = (xk)gkgn =
Tn

— Une matrice A de M,, (R) est notée :

A= ((aj,k))1§j7k§n

ol a; est le coefficient de A situé en ligne j et colonne k.
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— L’espace vectoriel R est muni du produit scalaire canonique défini par :
V(z,y) €R" X R, (z|y) = ‘w-y=) myn
k=1

etx — ||z|| = v/{(x | z) est la norme euclidienne associée.

— La sphere unité de R" est :
Q, ={zeR" ||| =1}.

A toute matrice A € M,, (R), on associe la fonction ¢4 : R™ — R définie par :
Ve e R", qa(z) = (Ax | x).

Objectifs :
Dans la partie I, on étudie g4 pour A € M,, (R), puis pour A € S,, (R) et I’on définit une norme sur

S, (R) . La suite du probleme est consacrée a une étude des matrices de Hilbert définies par :

1

H, = ((ajvk))lgj,kgn’ ou ajk = j +k— 1

On étudie en particulier quelques propriétés du déterminant, des valeurs propres et de 1’intervalle

[minsp (H,) , maxsp (H,)] lorsque n tend vers +oo.
Partie I

Une norme sur S, (R)

L1 Soit A € M, (R).

I.1.1 Enoncer les propriétés de la sphere unité €2, ainsi que celles de la fonction g4 qui
permettent d’affirmer que ¢4 est bornée sur €2, et qu’elle atteint ses bornes.

On note m4 = min (g4 (2,,)) et M4 = max (g4 (2,,)) .
I.1.2 Démontrer que R Nsp (A) C [ma, M4].
2 -1

0 2
On pourra remarquer que 5 = {(cos (0) ,sin (9)) | 0 € R}.

I.1.3 Expliciter sp (A), ma et M4 lorsque A =

I.2 Soit A € M,, (R). On suppose que g4 (x) = 0 pour tout x € €2,.

I.2.1 Montrer que g4 (y) = 0 pour tout y € R™.
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L.2.2 Si(y,z) € R" x R", exprimer g4 (y + z) (qui est nul d’apres 1.2.1.) en fonction de
(Ay | z) et (Az | y).

1.2.3 Montrer que la matrice A est anti-symétrique (c’est-a-dire que ‘A = — A) (entre autre

méthode, on pourra par exemple considérer les vecteurs y et z dans la base canonique de R"™).

I.3 Soit A € S, (R) . Montrer que :

(Vz € Q,, qa(z) =0) < (A= (0) (matrice nulle))

1.4 Montrer que I’application N : S,, (R) — R* définie par :

VA €S, (R), N(A) = sup |ga(z)]

CEGQn

est une norme.

I.5S Bornes de g, sur €2,

On rappelle le théoréme spectral : étant donnée une matrice A € S, (R), si on désigne par
u I’endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base canonique de R" est A, alors u étant
symétrique réel, il se diagonalise dans une base orthonormée, c’est-a-dire : il existe n nombres

réels A < Ay <--- < A, < - <\, et une base orthonormée (ex), ., de R™ tels que :
u(ey) = Aej, = M\yey pour tout k € {1,2,--- ,n}.

On considere A € S,, (R) et on conserve les notations de ce théoréme dans les questions L.5.

L.5.1 Préciser g4 (ex) pourtout k € {1,2,--- ., n}.

n n

L5.2 Soit z = Y. a}e, € Q,. Justifier les égalités ||z||> = 3 (z,)° = 1, puis exprimer
k=1 k=1

qa () en fonction des valeurs propres A\ de A et des composantes ) de .

I.5.3 Retrouver le résultat obtenu en I.1.1 : la fonction g4 posseéde un minimum m 4 et un
maximum M 4 sur la sphere unité €,,.

Expliciter m 4 et M4 en fonction des valeurs propres de A.

I.5.4 Montrer que N (A) = sup |qa (z)| = Ama(i : |A| . Etablir une inégalité entre |det (A)|
€N, €sp
et (N (A)".
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L.5.5 Exemple :

1
SiA= , calculer det (A) et N (A).

1

2

N[

Wl

Dans toute la suite du probléeme, pour tout entier n > 2, on désigne par H, la matrice

de Hilbert d’ordre n définie par :

1 1
1 = -
2 n
1 1 1
H, — ((;» _| 2 3 ntl1
J+E=1)1<jncn : - : :
1 1 1
n n+1 2n—1
1
ou encore H,, = ((ajk)),<; <, AVEC Qjk = FEy—g

Pour simplifier, on notera ¢, la fonction gz, : R" — R :

Ve e R", g, (z) = qu, (x) = (H,x | x)

Partie 11

Sur les valeurs propres de H ,,.

II.1 Une expression de q,, ()

€

Soit: x = : c R".

I1.1.1 Montrer que :

G (2) = (Hyr | 2) =Y (Z ];”ﬁ) = Y jffzﬂ_‘—l.

j=1 \k=1 1<j,k<n

() ()

II.1.2 Développer :

ou t est une variable réelle.
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II.1.3 Montrer que :
1/ n 2
qn () :/ (Z xkt’“l) dt.
0 \k=1

Ve e R", g, (x) >0

I1.1.4 Montrer que :

et que ¢, () = 0 équivauta x = 0.

Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de H,, ?

I1.2 Une majoration de gq,, ()

I1.2.1 Soit P (t) = Zaktk un polyndme a coefficients complexes. Montrer que :
k=0
1 T ) )
/ P(t)dt=—i / P (") e’do
-1 0

1 T '

(on pourra expliciter / thdt et —i / eR0ei dp).
-1 0

I1.2.2 En gardant les notations introduites en II.1 et en notant :
n
Qt) = mpth!
k=1
montrer que, pour tout z € R", ona:

qun(:c):/oly(t)dtg/oﬁ 2d0

n
§ :xkez(kfl)e
k=1

I’inégalité €tant stricte pour x # 0 (on pourra utiliser les résultats obtenus en IL.1 et IL.2.1).

I1.2.3 Montrer que :
VreR™, 0<q,(z) <7l

I’inégalité étant stricte pour x # 0.

I1.3 Application a sp (H,,)

Pour tout entier n > 2, on note :

i, = min (sp (H,)) et p, = max (sp (H,)) .
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I1.3.1 Expliciter us et po. Montrer que pour toutn > 2, ona:

0< b < pn <.

I1.3.2 Montrer que g, (2,) = [ttn, Pn] -
On pourra considérer des vecteurs propres orthogonaux e; et e, tels que H,e; = puyeq,
Hyen = puen, |lei]] = |len]| = 1etle vecteur x = /1 —t-e; ++/t-e,out € [0,1].

I1.3.3 Calculer (H,¢, | €,) ol €, désigne le vecteur de base canonique :

0

Enp =

0
1

En déduire la limite de p,, lorsque n — +o00.
Partie IIT

Limite de (N (H,)),,, grace a une intégrale double

Dans cette partie, on utilise la relation :
1 T
Vt > 0, arctan (t) 4+ arctan 7)=3

et on suppose n > 2.

III.1 Deux intégrales doubles

Pour tout entier n > 2, on note :

D, =[1,n] x [L,n], T, = [1,v/n] x [1,v/n]

/ dxdy // dudv
I, = etJ, = .
.Y (x+y—1) r, u? +v?

IIL.1.1 En utilisant le changement de variable (z,y) = (u?, v?), montrer que :

I, > 4J,.

II1.1.2 On note :

Vi aret vn
K, = / Md:p et L, = / — arctan (
1 1

i T

x
— | dz.
ﬁ) ’
Montrer que J, = K,, — L,,.
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I11.2 Un équivalent de J,

II1.2.1 En majorant arctan (¢) , montrer que :

0< L, <1

tooq 1
IIL.2.2 Justifier la convergence de I’intégrale / — arctan (—) dx.
. x

Montrer que K,, ~ " n (n).

n—-+o0o

123 Endéduire que J, ~ —1In(n).

n—-+oo 4

III.3 Limite de N (H,,). On utilise les notations et les résultats de la partie II.

On note a I’élément de R™ :

S -

§|,i

IIL3.1 Montrer que ||al|* < 1+1n(n).
II1.3.2 Montrer que 4.J,, < ¢, (a) .
I11.3.3 En déduire la limite de N (H,,) lorsque n — +o0.

Partie IV

Sur le déterminant de H ,,

H,, désigne toujours la matrice de Hilbert d’ordre n, pour n > 2.

IV.1 Une fraction rationnelle

[I (z—k)
On considere la fraction rationnelle R, (z) = = .
I] (x+k)
k=0
On admettra qu’il existe des réels Ao, A1, -, Ay tels que :
Vee R\{0,—-1,---,—n}, R (:L‘):i Al
Y Y Y ? n (I + ]{;)

k=0
cette décomposition (en éléments simples) de R,, étant unique.
al’aide de (2n)! et de n!

Exprimer le coefficient \,, ,, de
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IV.2 Matrice A,

Pour n > 2, on considere la matrice A, définie par A, = ((ajk)),<; <, avec:

A mpourlﬁkﬁn—l,lﬁyﬁn
J

Rnfl(j) pourk:n, 1§j§n

IT (z —Fk)
k=1 '
:r;[o (x+ k)

IV.2.1 Montrer que, pour tout ¢+ compris entre 1 et n, on a:

Rn,1 (Z) = Z )\j—l,nflhi,jv
j=1

2(n—1
puis en déduire que det (A,,) = ( (n )> det (H,) .

n—1
det (H,_1)
(2n — 1) (2 ;"_1”) |

En déduire I’expression de det (H,,) en fonction de det (H,,—1) .

IV.2.2 Montrer que det (A,,) =

1
IV.2.3 Montrer, pour tout n > 2, que det (H,,) # 0, puis que ————— € N*.

det (H,)

IV.3 Calcul de det (H,,)

n
En notant, pour tout n € N*, &, = Hk! montrer que :
k=1

4
o q)nfl

Vn > 2, det (H,) = -
2n—1

Fin de I’énoncé
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