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Inégalité de Prékopa et Leindler.

Notations.

On notera R ’ensemble des nombres réels, R, 1’ensemble des nombres réels positifs
et R I'ensemble des nombres réels strictement positifs. On désignera par N I’ensemble
des entiers naturels et par N* ’ensemble des entiers naturels strictement positifs.

Soit n € N*. On notera C°(R",R.) (resp. C°(R",RR%)) l'ensemble des fonctions
continues de R™ dans R, (resp. dans R*).

Soient A et B deux parties non vides de R™. Pour tous réels a et b on notera a A+ bB
la partie de R™ définie par

aA+bB={ax+by, x € A, ye B}.
En particulier pour @ = —1, on écrit —A = {—z, x € A}.

Si f désigne une fonction f : R — R bornée sur R alors on pose || f||.c = sup |f(x)|.
z€R
Soit I un intervalle non vide de R.

On rappelle qu’une fonction g : I — R est dite convexe si:
Vr,y € I, VA € [0,1], g(Az + (1 = A)y) < Ag(z) + (1= A)g(y).

L’opposée d'une fonction convexe est une fonction concave. On rappelle que si g est
de classe C'! sur I, alors g est convexe si et seulement sa dérivée g’ est croissante (au
sens large) sur 1.

Pour toute fonction f : I — Ry, tous z € I et A €]0,1[, on écrira f(x)* pour
(f ().

Partie I. Une inégalité de Prékopa et Leindler.

1) Soient A un réel dans l'intervalle ]0, 1], et a et b deux réels positifs. Montrer que
a4 (1= X\)b>ab' ™,

(on pourra introduire une certaine fonction auxiliaire dont on justifiera la concavité).
Montrer en outre que pour tout réel u > 1,

(Aa+ (1 — \)b)* < Aa® + (1 — \)bv.

2) Soient a et b deux réels positifs et A un réel dans |0, 1[. Montrer que

(a+b)* <a*+ 0.

Dans toute cette partie A est un réel appartenant a I'intervalle |0, 1] et f, g, h sont des
fonctions de C°(R, R, ) intégrables qui satisfont I'inégalité suivante

VreR, Vy eR, h(Az+(1—-Ny) > f(x)'g(y)' .

Le but de cette partie est de montrer 'inégalité suivante, a laquelle on fera référence
par "inégalité de Prékopa et Leindler", ou en abrégé "P-L":

(1) /_ :O h(z)ds > ( _:O f(:c)dx>A ( /_ ::Og(x)dx)l)\ |
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Dans les questions 3), 4) et 5) on supposera de plus que f et g sont strictement
positives, c¢’est-a-dire pour tout réel z, f(z) > 0 et g(z) > 0.

3) On note F = f+oof Ydx et G = f+°o x)dx. Montrer que pour tout t dans
I'intervalle 0, 1] il existe un unique réel noté u(t) et un unique réel noté v(t) tels que

f/_m f(x)de =1, —/

(On pourra étudier les variations de la fonction : u — & f_oo f(z)dz).

4) Montrer que les applications u et v sont de classe C'! sur I'intervalle ]0, 1] et, calculer
pour chaque t €]0, 1] les nombres dérivés u/(t) et v'(t).

5) Prouver que I'ensemble image de I'application w définie sur |0, 1] par

Vi €]0, 1], w(t) = Au(t) + (1 — N)wv(t),
est égal a R. Puis montrer que w définit un changement de variable de |0, 1] sur R. En
utilisant ce dernier et fj;o h(w)dw, montrer que f, g et h satisfont I'inégalité "P-L"

(1).

On pose ¥(u) = exp(—u?) pour tout réel u.

A partir de maintenant, on suppose que f, g et h sont seulement & valeurs positives
ou nulles.

6) Prouver que pour tous z,y € R,

T(hx + (1 - N)y) > U(a) D (y)'"

Soit M un réel strictement positif. On suppose dans les questions 7), 8) et 9) que
f et g sont nulles en dehors de l'intervalle [—M, M]. On note A = min(\, 1 — A),

© = max(A, 1 — \) et, M = M max(A,1 — X) . Pour chaque réel u on pose:

¥y () = 4 XP(e(lul - M)?), silul > M
1, siul <M

7) Soit x,y € R. On pose z = Ax + (1 — \)y. Prouver que si |y| < M alors
U(z) < Wy(2). De méme, prouver que si |z| < M alors ¥(y) < Wy(2).

8) Soit € €]0,1[, fe = f + €V et g. = g + e¥. Montrer que
Va,y € R, fol(@)ge(y)' ™ < h(z) + (I + llgllic™) (War(2)* + eW(2),

ol z = Ax + (1 — A)y. On commencera par appliquer I'inégalité de la question 2, puis
les deux questions précédentes. On rappelle que f(x) = 0si |z| > M et que g(y) =0
sily| > M).

9) En déduire que si f et g sont nulles en dehors d’un intervalle borné alors 'inégalité
"P-L" est satisfaite.
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Soit n € N. On désigne par x,, : R — R la fonction continue qui vaut 1 sur [—n,n],
qui vaut 0 sur | — oo, —n — 1] U [n + 1,+0o0[ et qui est affine sur chacun des deux
intervalles [-n — 1, —n] et [n,n + 1].

10) Soit n € N*. Montrer que
2,y € R, xa(@)Xn ()™ < Xarn Az + (1= AN)y).

11) Montrer que I'inégalité "P-L" (1) est satisfaite (si on choisit d’utiliser le théoréme
de convergence dominée alors on vérifiera soigneusement que ses conditions de validité
sont remplies).

Partie II. Fonctions log-concaves.

Soit n un entier strictement positif. On dira qu’une fonction f de R™ dans R, est
log-concave si pour tout A dans 'intervalle |0, 1]

Ve e R",Vy e R", fQAz+(1—Ny) > f(x)*f(y)' .

12) On note (-;-) le produit scalaire euclidien canonique de l'espace vectoriel R™.
Soit S € End R" un endomorphisme symétrique de 1'espace euclidien (R", (-;-)). On
suppose que Vx € R", (S(x);x) > 0. Prouver alors que 'application définie par

Ve eR", f(z) =exp(—(S(x);2)),
est continue et log-concave sur R".

Partie III. Quelques applications géométriques.

Dans cette partie on admettra que 'inégalité "P-L" démontrée dans la partie I reste
vraie dans 'espace des fonctions de R dans R, continues par morceaux et intégrables.
C’est-a-dire que pour toutes fonctions f, g, h de R dans R, continues par morceaux
et intégrables sur R, et pour tout A dans Uintervalle |0, 1] tels que

Ve €R, Yy €R, h(Az+ (1= Ny) = f(2)g(y)' ™,

I'inégalité suivante est vérifiée

/_ :O h(z)ds > ( _:O f(;c)dx>A ( /_ :og(x)dx>1_)\.

Soit f une fonction continue de R? dans R. On dit que f est & support borné si il
existe un réel M > 0 tel que f est nulle en dehors du carré [—M, M2, c’est a dire que
f(z,y) =0si |z| > M ou |y| > M.

On admettra que

/Z(/Z f(e,y)dy)de = /A;(/A; J(y)de)dy

et que cette valeur commune ne dépend pas du choix de M. On définit alors I'intégrale
double [ [o, f(z,y)dzdy de f(x,y) sur R* comme la valeur commune des deux inté-
grales itérées écrites dans ’égalité précédente.
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13) Soit A €]0,1[ et f, g, h des fonctions de R?* dans R, continues & support borné et
telles que

VX € RZVY € R h(AX + (1 = N)Y) > f(X)g(Y) .

Montrer que

/ /R (e, y)dady > ( / /R 2 f(x,y)d:z:dy)k( / /R 2 g(x,y)d:z:dy)l_k,

Dans la suite on munit R? de la norme euclidienne canonique.

14) Soit A une partie ouverte bornée non vide de R?. On désigne par C'(A) I'ensemble
des fonctions continues f de R? dans [0, 1] telles que V(z,y) € R*\ A, f(z,y) =0 (en
d’autres termes f est nulle hors de .A). Montrer alors que la borne supérieure

sup / f(x,y)dxdy
fec(A) R2

existe et définit un réel strictement positif noté V(A).

15) On considére un rectangle Ja, b[x|c, d[ du plan R? avec a < b et ¢ < d. On désigne
par D(O, R) le disque ouvert de centre I'origine O et de rayon R > 0 du plan euclidien
R2. Calculer alors les deux réels V (Ja, b[x]c,d[) et V(D(O, R)). Que représentent-ils
respectivement? (Dans le calcul de V (Ja, b[x]ec, d[) on pourra utiliser des fonctions du
type (z,y) — f(x,y) = ¢(x)e(y), ot ¢ et v sont des fonctions continues et affines par
morceaux bien choisies).

16) Soient A et B deux parties ouvertes bornées non vides de R? et A €]0, 1[. Vérifier
que A + (1 — A\)B est un ouvert borné de R%. Puis montrer que

VOA+ (1= NB) > V(A)V(B).

Pour démontrer cette inégalité, on utilisera le résultat admis suivant. Pour tout
feC(A) et g e C(B), la fonction h déterminée par:

VZ € R% WZ) =sup{f(X)g(Y)"™/ X, Y €R%, Z=)X + (1 - \)Y}

définit une fonction continue sur R2.

17) Soit u : R? —]0, +o0o[ une fonction continue et log-concave au sens de la partie
IT. Prouver que l'inégalité précédente reste vraie si on remplace 'application V' par
I’application v définie pour toute partie ouverte bornée (non vide) A de R? par

7(A) = Sup/ [z, y)u(z, y)dxdy .
feCc(A) R2

Fin du Probléme.
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