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Le but de ce probleme est d’établir partie V une identité relative a la fonction Gamma, due a Euler, puis d’en
présenter partie VI une application a la distribution de Bolzmann dans un gaz de particules.

I La fonction Gamma
On définit la fonction I' d’Euler, pour tout réel = > 0, par :

“+oo
I(z) = / e ftrtat
0

I.LA — Montrer que la fonction t — e~t%~1 est intégrable sur ]0, +o00o] si, et seulement si, x > 0.
I.B —  Justifier que la fonction T est de classe C! et strictement positive sur ]0, +ool.
I.C - Exprimer I'(z + 1) en fonction de x et de I'(x).

I.D —  Calculer T'(n) pour tout entier naturel n, n > 1.

II Formule de Stirling

Pour tout entier k > 2, on pose :

k
ukzlnk—/ Intdt
k—1

II.A — A laide de deux intégrations par parties, montrer que :
1 1 (" (t—k+1)(k—t)
=—(Ink—In(k—-1)) — = dt
wo= g k=t —1) = [ 2
II.B — Pour tout entier k£ > 2, on note :

/’“ (t—k+1)(k—1)
.

1
W = —
N 2

Justifier la convergence de la série E W
k>2
En déduire qu’il existe un nombre réel a tel que :

1
lnn!:nlnn—n+§lnn+a+vn

+oo
ou v, = E W+

k=n+1
II.C — En utilisant encore une intégration par parties, montrer que :

1/’€ dt <1/’c dt
W — —= | < = —
P 2T 6 ), B

II.D — En déduire que

1 < 1
Un — 75| X
12n 12n2

puis que :

lnn'—nlnn—n—ﬁ—}lnn—ka—i—i—l—O 2z

o 2 12n n?
Dans la suite on admettra que a = %ln(27r) et on pourra utiliser la formule de Stirling :
1 1 1 1
Inn!=nlnn—n+ ilnn—k 51n(27r) + on +0 (712>
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ITIT L’identité d’Euler

Dans cette partie, nous allons établir 'identité d’Euler suivante :

. nln®
Ve >0, D(zx)= nEIJIrloo @t @En) (I11.1)

On désigne par (f,),>, la suite de fonctions définies sur ]0, +-oo[ par :

falt) = (1‘:)””’1 si ¢ €]0,7

0 sit>n

et on définit pour tout réel x > 0 les suites (I, (z))n>1 et (Jn(x))n>0 par :

I,(z) = /On (1 - 2)ntl’1 dt

Jn(z) = /01(1 — )"t dt

III.A — Montrer que pour tout entier n, n > 1, la fonction f,, est continue et intégrable sur |0, +o00].
IIT.B — Montrer que, pour tout = > 0,
III.C — Montrer que, pour tout entier n, n > 0,
1

Ve >0, Jusa(e) = (e £ 1)

III.D —  En déduire que, pour tout x > 0,
|
Jn(2) = n

IIT.E — Etablir identité d’Euler (II1.1).

IV Une intégrale a parametre
Dans toute la suite, on définit une fonction A sur R par

h:R— R
ur—r u—[u] —1/2
ou la notation [u] désigne la partie entiere de w.
IV.A — Dessiner soigneusement le graphe de 'application h sur Uintervalle [—1, 1].

IV.B — Montrer que la fonction H définie sur R par :
H(z) = / h(t) di
0

est continue, de classe C! par morceaux et périodique de période 1.
IV.C — A laide d’une intégration par parties, justifier, pour x > 0, la convergence de 'intégrale suivante :

400
/ LIS
0 u+x

h
IV.D — L’application u — f) est-elle intégrable sur Ry 7
U
IV.E — Soit p application définie pour tout = > 0 par :
T h(u)
= d
o= [ 2 au

En reprenant I'intégration par parties de la question I'V.C, démontrer que I'application ¢ est de classe C* sur

R’ et que pour tout x > 0,
+o00
h(u)
!/
o(x) = —/ ———du
0 (u °

+x)
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V Une autre identité due a Euler
Nous allons maintenant établir une autre formule importante due a Euler, valable pour tout = > 0 :

T h(u)

0 T+u

1
lnF(a:+1):<x—|—2>ln:ﬁ—x—|—ln\/2ﬂ'— du
ou h est I'application définie a la partie I'V.

On fixe donc = > 0 et pour tout entier naturel n, on définit F,,(z) par :

nln®tl
Fn(fc)=1n((g;+1)(z+2)...(x+n+1)>

V.A — Montrer que pour tout entier naturel 7 :

r+i+1 i+1 .

—i—1
/ lntdtzln(ac—i—i)—/ .
T+ i U+ x
V.B — En déduire que :
n+1 h
Fo(z) = Gp() — / OIS
0 u+x
ou
3 1
Gp(z)=Inn!+ (z+1)lnn — x+n+§ In(z+n+1)+n+1+ x+§ Inx

V.C -

V.C.1) En utilisant la formule de Stirling, montrer que :

1
lim G,(z)= (a:+ 2) Inz — 2+ Inv2r

n—-+oo

V.C.2) En déduire que :

1 T h
1nF(x—|—1):<x+2)lnx—x—|—ln\/2ﬂ'—/ ()
0

u—+x

du

V.D — Montrer que pour tout réel z strictement positif,

/ “+oo
w:hll‘-ﬁ-i-ﬁ-/ Mdu

VI Distribution de Bolzmann

VI.A — Soient g1, €9, €3, €4 quatre nombres réels strictement positifs deux a deux distincts et deux nombres
réels strictement positifs E et N. Soit € la partie, supposée non vide, formée des quadruplets = (z1, x2, T3, 24)
de Ri vérifiant :

T1+To+23+T4 =N
€171 + €92 + €323 + €42y = E

VI.A.1)  Soit f une fonction de classe C! sur R%.
Montrer que f admet un maximum sur 2.
On note alors a = (a1, a2, as,as) € © un point en lequel ce maximum est atteint.

VI.A.2) Montrer que si (x1,%2,%3,%4) € Q alors x3 et x4 peuvent s’écrire sous la forme
r3 = ur1 +vre +w

x4 =u'z1 + 029 + 0

ot 'on donnera explicitement u, v, v/, v’ en fonction de €1, €2, €3, €4.
VI.A.3) En supposant qu’aucun des nombres aj, as, as, a4 n’est nul, déduire que

of of 1 OF oy —
81'1 (Cl) + uaxg (CL) tu 8%4 (CL) =0
of of 1 OF oy
81‘2 (a) + U&‘:vg (a) v 8.24 (a) N
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VI.A.4) Montrer que le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs (1,0, u,u’) et (0,1,v,v") admet
un sous-espace supplémentaire orthogonal engendré par les vecteurs (1,1,1,1) et (e1,&2,€3,£4).

VI.A.5)  En déduire l'existence de deux réels «, § tels que pour tout i € {1,2,3,4} on ait

0
()= a+ e
VI.B —  On définit la fonction F pour tout z = (21, z2, x5, 24) de Ry par

4
F($17x27$37x4) = _Zlnr(l + {,UZ)
i=1

On suppose qu'il existe N = (Ny, No, N3, Ny) € Q, les nombres N1, No, N3, Ny étant tous les quatre non nuls,
tel que

max F(r) = F(N)

Montrer l'existence de deux nombres réels A et p vérifiant pour tout 7 € {1,2,3,4} :

1t b
Y N O R
2N, /0 (u+N,)? s

lnN,L- +

VI.C — Pour tout i € {1,2,3,4}, on pose

O(N;) = 1i+/0+oo(uh(u)du

2N, + Ni)2

VI.C.1) Montrer que pour tout i € {1,2,3,4}

1
N‘ e
0<9( Z)<Ni

VI.C.2) Montrer l'existence d’un réel K strictement positif tel que pour tout ¢ € {1,2,3,4}

N; = Keteiem0(N)

Commentaire

Les calculs précédents interviennent dans la modélisation de gaz de particules : €1, ..., €4 correspondent a quatre
niveaux différents d’énergies et Ny,..., N4 aux nombres de particules qui se trouvent respectivement au niveau
€1,...,€4 (pour un total de N particules et une énergie totale E). Sous réserve d’équiprobabilité des répartitions,
la probabilité d’étre dans la configuration (x1,x2,x3,x4) est donnée par N!1/(N1! Na! N35! Ny!).

En mécanique statistique, on pose comme principe que les particules vont se répartir de maniére a ce que cette
probabilité soit maximale. Cela revient a chercher la répartition qui mazximise la somme — Z?Zl In(N;!), assu-
jettie auz conditions de VI.A. Il découle alors du dernier résultat établi dans le probleme, la 1oi de répartition
de Bolzmann, d savoir que pour tous j, k, j # k, si N; et Ny sont assez grands : Nj /Ny ~ er(Ei=er) - Dqutre
part, un calcul utilisant conjointement la formule de Bolzmann donnant [’expression statistique de [’entropie
S = —kpIn(N!/(Ny!---Ny!)) et la relation dS = dE/T (pour une transformation a volume constant) permet
d’établir que = —1/kpT.

oo oe[[Ne oo
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