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Equation de la chaleur en dimension 2

Dans ce qui suit, on dira qu'une fonction de plusieurs variables est de classe > si
elle admet des dérivées partielles de tous ordres et si toutes ces dérivées partielles sont
continues.

Définition 1. Soit (a,)nez une suite de réels positifs indexée par Z. La série de terme
général (a,, n € Z) est convergente lorsque les séries

+oo —+00
> an et Y a,
n=0 n=1
sont convergentes. On a alors
—+00 —+00
o= ant > a
nez n=0 n=1

Définition 2. Soit (amn)mmnezz une suite double (indexée par Z?) de nombres com-
plexes telle que la série

Z( Z |am.n|) [respectivement Z (Z | l)]

neZ mez meZ neZ

converge. On admet alors que la série

Z (Z |@m.n|) [respectivement Z(Z |@mnl)]

meZ nez neZ meZ

converge également. On dira alors que la série double 3=, ez Amn est sommable. En

outre, on a :
(D ama) =D (D amn).

n€eZ meZ meZ neZ

La valeur commune de ces deuz nombres complexes sera notée 3, ,ez Gmn €t appelée
somme de la série double 3=, ez Qmpn-

Pour u fonction bornée de R? dans C, on note

Jull = sup u(z, )]

)

Soit (u,(x, y), n € Z) une suite de fonctions bornées de R? dans C.

Définition 3. La série de terme général (u,(x,y), n € Z) est dite normalement
convergente sur R? lorsque la série de terme général (||un]|so, m € Z) est convergente.

2
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On admet le théoréme suivant :

Théoreme 1. 57
a) pour tout entier relatif n, u, est continue sur R?,
b) et la série de terme général (u,(x, y), n € Z) est normalement convergente

alors la fonction u définie par

u(z, y) = Y un(z, y)

neZ

est continue sur R2.

I Série de Fourier a deux variables

Dans les questions 1 & 9, « est une fonction de classe €> sur R2, a valeurs complexes
et doublement 27 —périodique, c’est-a-dire que pour tous les entiers relatifs k, [ et tout
couple de réels (z, y), on a :

w(z, y) = u(x + 2km, y + 2Ir).

On pose pour chaque couple d’entiers relatifs (m, n) :

1 2m 2m —imx _—in
W) = 15 [ [ ule, e e da dy. (1)

Pour tout entier relatif m, on introduit la fonction w,, définie pour tout réel y, par

1
o

21 .
Um(Yy) /o u(z, y)e "™ du.

1. Montrer, pour tout entier relatif m, que u,, est 2m-périodique, continue sur R et
que l'on a la relation suivante :

[ )P dy =27 5 e (w)]

nez

2. Pour tout réel y, établir 'identité
9 1 27 9
3 Jum(y)? = %/0 u(z, y)? da.

meZ
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3. Prouver que la série double

Z Z |am,n(u)|2

meZ nez
converge et établir I'identité

S S lanalwl = 15 [ [ ute, w) de dy )

meZ neZ

On suppose maintenant, que pour tous les entiers positifs k et [, la suite double

(Jamn ()] (14 [m) (1 + [n])')

m,n)€Z?

est bornée.

4. Prouver que pour tout couple de réels (x, y), la série double suivante est sommable :

Z Z am,n(u) eim:erz'ny.

meZ neZ

On pose alors

(T, y) = D D amp(u) €T,

meZ neZ

5. Prouver que v ainsi définie est continue.

6. Démontrer que v est de classe € sur R? et que pour tout couple (k, [) d’entiers

naturels :
8k+lv ; k(: \l imz+iny
drkdyl ()= > > (im)*(in) amn(u)e :

meZ neZ

7. Soit un réel y. Montrer que pour tout entier relatif k,

1
27

2 . .
/ v(x, y)e_”” dr = Z g (u)e™.
0

neZ

8. Pour tout couple (k, 1) d’entiers relatifs, calculer ay ;(v).

9. En déduire que u = v.
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II Application

Soit ug(z,y) une fonction de classe € sur R? a valeurs complexes et doublement
2m—périodique. On cherche a déterminer I'existence et I'unicité d'une fonction u(t, x, y)

a) continue sur [0, +00[xR?,

o

) doublement 2w—périodique en (z, y),
) de classe € sur R* x R?
)

et dont toutes les dérivées partielles en (¢, z, y) admettent un prolongement continu
a [0, +o0o[xR?,

e) qui soit solution du probléme suivant :
Y (z,y) € R?, (0, z, y) = uo(z, y), et (3)

. ou 0%u 0%u
V(t, z,y) € R} x R? E@’ T, y) — e 5t 2, y) — o —(t,z,y)=0. (4)

[e VNS

10. Pour tout couple d’entiers relatifs (m, n), exprimer @, ( en fonction de

0
o)

A (Uo).

11. Démontrer, pour tous les entiers naturels k et [, que la suite double

(\amm(uo)’ (1+ ‘m’)k(l + ‘n‘)l>(m,n)ez2

est bornée.

12. Construire une fonction u qui soit solution du probleme posé.
Indication : on pourra chercher u sous la forme

t z, y Z Z Som n am,neimeriny.

meZ neZ

Soit u(t, x, y) une solution du probléme précédent. Pour ¢ réel positif, on pose
1 2w 27
Bty =5 [ [ lult, 2,y de ay
2Jo Jo
ou

L e

2 gy 2
FCES y)‘ - |8y(8’ z,y)| dz dy) ds.
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13. Montrer que la fonction E,, est continue sur R* et dérivable sur R . Exprimer sa
dérivée sous forme d’une intégrale sur [0, 27]2.

14. Pour tout (¢, z, y) appartenant & R* x R?, établir 'identité suivante :

dror  oyoy 20t 20t )Y

_1(o u@—i-ﬁ% +2 u@—i-ﬂ@ (t, x, y)
2\ 0z \ Oz Ox oy \ Oy dy &Y
15. Prouver que E,(t) = E,(0) pour tout ¢ > 0.

16. Montrer que le probléeme posé possede au plus une solution.

FIN DU PROBLEME
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