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Support de la transformation de Radon

Notations de géométrie

Dans tout le probleme, on se place dans le plan affine P, muni d’un repere orthonormé
direct (O, e1, e2) et de la norme euclidienne, notée || ||. On notera (x;, x2) les coordonnées
dans ce repére d'un élément x € P. L’application x € P — (x1, 7o) € R? permettra
d’identifier le plan affine P et espace vectoriel R2. On introduit les notations suivantes :

o

B(ZL‘, T’):{yG:P, ||$—y||<7’}
B(.f,?"):{yeip, H‘r_y||<r}
S(,r)={y P, |lz—yll=r}

Soit 6 € [0, 27, on note
ug = cosfe; +sinfey et vg = —sinfe; + cos b e,.
Pour tout ¢ € [0, 27[, on note Rot,, la rotation de centre 0 et d’angle ¢. Ainsi,

Rotger = ug
r+ Rupg = (x1 + Rcosb, xo + Rsin0).

F1c. 1 — Notations

A toute droite affine D ne passant pas par I'origine, on associe un unique couple
(p, §) o p € RT et 0 € [0, 27 sont tels que

D = {pug + tvg, t € R}.
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Si D passe par 'origine, on lui associera I'unique couple (0, #) qui convienne avec
0 € [0, w[. On appelle p et 0 les parametres de la droite D.

Notations d’analyse

Pour X = R ou X = R? et f fonction de X dans R, on appelle support de f,
noté supp f, 'adhérence de ’ensemble des points ou f est non nulle. Pour X = R
ou X = R?, on note ¢4 (X; R) I'ensemble des fonctions f de X dans R, de classe
€' sur X, a support compact : il existe M > 0, dépendant de f, avec f(z) = 0 si
|z|]| > M, ou ||z|| = |z| si X = R. En d’autres termes, supp f C B(O, M) si X = R?
et supp f C [-M, M] si X = R. On notera que de telles fonctions sont bornées et on
posera

[flloe = sup [ f ()]
zeX

Pour les fonctions de R? dans R, si z = (71, z2) € R?, on utilisera, selon le contexte,
la notation f(z) ou la notation f(x;, x2) pour représenter I'image de x par f.
Pour f € €% (R; R), il existe M tel que supp f C [—~M, M] et alors

M J
/ f(z) d$:/ f(z) dz, deés que J > M.
M _J

On note [ f(x) dz la valeur commune de toutes les intégrales sur un intervalle contenant
le support de f.
Le méme principe vaut pour la dimension 2 : pour f € ¢5~(R?* R), on remarque

que
// f($1, 1‘2) dzy dog = // f(xh $2) dzy das,
B(O, M) J

pour tout compact J qui contient B(O, M) ou M est tel que supp f C B(O, M). On
note
// , f(zq,x9) dzq day cette valeur commune.
R

Définition 1. On dit qu'une fonction f : R?> — R est radiale lorsque pour tout
¢ € [0, 27|, foRot, = f.

Pour h : RT — R, continue, nulle en dehors d’un intervalle [0, M], on pose
T VU —X

On admet que Lh est continue, nulle en dehors de [0, M] et que L(Lh) est dérivable avec
(L(Lh)) = —mh. (1)

dw.

Lh(z) =
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I Un peu de géométrie
1. Soit f € €4(R? R). Montrer que si f est radiale, il existe F' € €% (R™; R) telle

que
f(z) = F(||z|), pour tout z € R?.

2. Soit f € €L (R?* R); pour x € R?, on consideére la fonction

T, : RPxR —R
(y, ©) = f(z + Roty(y)).

Montrer que la fonction T} ,(y, ¢) est continue sur R? x R et que pour tout
y € R?, la fonction ¢ — T} .(y, ¢) est 2m-périodique.

3. Montrer que la fonction

1 27
T, —/Tx, d
ra Y=o [T (y, ) de

est radiale.

4. Soit z € R?, que l'on écrit x = ||z||u, o ¢ appartient a [0, 27[. Soit ¢ € [0, 27|
et 0 € [0,27[. Montrer que ’ensemble

D, , = {x + Roty,(pug + tvy), t € R}

est une droite dont on précisera les parameétres en fonction de ||z||, ¥, ¢, p et 0.
On pourra commencer par étudier Do .

II Lemme préparatoire
Soit A > 0, on note Q4 'ensemble
Qa={(v,R) e R* xR", R > ||z|| + A}.
L’objectif de cette partie est de montrer le lemme suivant.

Lemme 1. Soit f : R> = R, f € €5-(R?%* R) telle que pour tout (x, R) € Q,
27
/ f(z1+ Rcosb, zo+ Rsinf) df = 0, (2)
0
alors f est nulle sur le complémentaire de B(O, A).
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Fi1G. 2 - (z, R) € Qa
5. Soit f € € (R?* R). Soit (z, R) € R? x R™. Montrer que les applications
Vi x;— /ORf(Il +rcosf, xo+rsin)rdr, i =1,2
Wi+ x; — /027r/0Rf(I1 +7rcosf, zo+rsind)rdrdf, i =1,2
sont dérivables sur R et calculer leur dérivée.

6. Soient P et Q deux éléments de % (R?; R) et soit (z, R) € R?x R™. En utilisant
la formule de Green-Riemann, montrer 'identité :

2t (R (90 oP
/0 /0 (axl(x+ru9)—ax2(x+rug)>rdrd9

2w 2w
:/ P(z 4+ Rup)(—Rsin0) d9—i—/ Q(x + Rug)Rcos 6 do.
0 0

Dans les questions 7 a 13, on suppose que f vérifie les hypotheses du lemme.

7. Etablir, pour tout (z, R) € Q .4, les deux identités suivantes :

// f(y1, y2) dyr dye = // (@1 4 21, T2 + 22) dzy dzy
R2 R2

2t rR
:/ / f(zy +rcosl, x4+ rsinf)r dr do.
o Jo

8. Soit R > A. Montrer que W et W5 sont constantes sur é(O, R — A) et établir,
pour tout z € B(O, R — A), les relations :

2m
/ f(x1 + Rcosb, o+ Rsinf)cosd df =0 (3)
0
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et
21
/ (a1 + Reosf, x5 + Rsind)sin @ df = 0. (4)
0

Pour ¢ = 1, 2, on introduit les fonctions suivantes :

yif : R —R
y = (y1, ¥2) — vif(y).

Plus généralement, pour une fonction g de R dans R, on note ¢(y;)f la fonction définie

par

10.

11.

12.

13.

gy)f : R* — R
y = (y1, ¥2) — g(wi) f(y).

Montrer que y; f et ys f satisfont les hypotheses du lemme.
Soit (z, R) € Q4. Montrer, pour tous les entiers k et [, I'identité suivante :
2w
/ (2 + Rug) cos* fsin' 0 d6 = 0. (5)
0
On pourra raisonner par récurrence surn =k + [.

Soit (z, R) € Q4. En déduire, pour tout entier n, les identités :

/O27r f(z + Rug) cos(nf) dd = 0 et /027r f(z + Rug) sin(nf) df = 0.

Etablir, pour tout (z, R) € Q4, que

2w
/ f2(r1 + Rcosf, x5 + Rsind) df = 0.
0

Prouver le lemme.
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III Théoreme de support
Définition 2. Pour f € €+ (R?* R), on pose

70, p) :/ f(pug + tvg) dt pour 6 € [0, 2x[, p > 0.
R
On veut montrer le théoreme de support suivant :

Théoréme 1. Soit f € €1(R%; R). Si il existe A > 0 tel que f(0, p) =0 pourp> A
quel que soit 6§ alors f(x) =0 pour ||z| > A.

Soit f une fonction qui satisfait les hypotheses du théoreme. On suppose dans les
questions 14 & 16 que f est radiale. Soit F' € 4 (R™; R) telle que f(z) = F(||z]]).

14. Montrer, pour tout 6 € [0, 27[ et pour tout p > 0, les identités suivantes :

f(6, p) = Op—2/+oo (\/p? + 2) dt.

15. Etablir, pour tout v > 0, 'identité

f(oa \/5) = /;roo F(\/Q_L)(u - U)_1/2 du.

16. En déduire que F' est nulle sur |A, +oo|.
On ne suppose plus que f est radiale. Soit z un élément quelconque de R2.

17. Etablir, pour tout (6, p), 'identité

27
T, 20, p) / /Tfmpue—l—tvg, o) dt dp.

18. Montrer pour tout 6 € [0, 27[, la propriété :

Tt2(0, p) =0 pour p > A+ |z].

19. Quel est géométriquement, I’ensemble {z + Rot,y, ¢ € [0, 27|} ? Que signifie
géométriquement la condition |ly|| > A+ ||| ?

20. Prouver le théoréme.

FIN DU PROBLEME
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