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Les candidats sont priés de mentionner de fagon apparente sur la premiére page de la
copie :

MATHEMATIQUES II - MP.

L’énoncé de cette épreuve comporte 5 pages de texte.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il est amené a prendre.
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Le but de ce probléme est d’étudier le comportement asymptotique fin
des racines de la dérivée du polynome de degré n + 1,

PX)=X(X—1)...(X —n),

lorsque n tend vers l'infini.
On notera cot la fonction définie sur |0, 7 par

corfa) = 22

Cette fonction est une bijection de ]0, 7r[ sur R. On notera Arc cot sa fonction
réciproque. Pour tout réel x, [z] désignera la partie entiére de z. On rappelle
la formule de Stirling :

n! ~V2mn . (E)” quand n — +00.
e

Les parties I et II sont indépendantes.

I. Quelques propriétés des racines de P/

1) Montrer que, pour tout n > 1, P} admet exactement une racine z,, ; dans
chacun des intervalles |k, k + 1[, pour k =0,...,n — 1.

Notons oy, =z, — k €]0,1], la partie fractionnaire de x,, .

2) Pour n > 1, en calculant les coefficients de degré n — 1 et n de P,
. n—1 . n—1 .
exprimer » ;"0 %, k, puis Y ., o, x en fonction de n.

3) En comparant P,(X) et P,(n — X), exprimer z, ,_1_; en fonction de
Tn, |, POUr tout n > 1, et pour tout £ =0,...,n —1.

4) Déterminer la valeur de o, ; + oy n—1-k-

Le but des questions suivantes est de montrer que, n étant fixé, la suite
des a, i croit lorsque k croit de 0 a n — 1.

5) Pour tout n > 1, dresser, en fonction de la parité de n, le tableau de
variations de P,.
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10)

11)

I1.

12)

13)
14)

15)

On y fera apparaitre les réels x, j, pour k = 0,1,...,n — 1 ainsi que les
entiers 0,1, ...,n. On pourra s’inspirer du modéle de la figure 1.

En déduire le signe de (—1)""*P,(z, ) pour k =0,1,--- ,n — 1.

En utilisant la relation P,(X) = (X —n)P,_1(X), déterminer le signe de
(=1)"* P/ (2,_1%) pour k =0,1,--- ,n — 2.

En déduire que pour £ =0,1,---,n—2,0ona T,_1,5 > Tp k-

En utilisant l'idendité P,(X) = X P,_1(X — 1), déterminer, en fonction
de k et n, le signe de (=1)""*P/(1 4+ z,_1, 1) pour k=1,--- ,n— 1.

En déduire que pour k=1,--- ,n—1,onax, > 1+ 2,1 k1.

Conclure.

Un développement asymptotique

Pour z € R, on consideére la fonction h, définie sur R* par h,(t) =t te~".

Déterminer € = {z € R| h, est intégrable sur |0, + oo[}.

Pour z € &, on pose

Montrer que I' est strictement positive sur £.
Montrer que I' est deux fois dérivable sur £.

Exprimer pour tout « € £, I'(x + 1) en fonction de = et I'(x).
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On admet que la fonction I' satisfait, pour tout = €]0,1], la formule:
T

[(z)T(1 - z) = (A)

sin(mz)
Désormais, on pose, pour tout z € &,
()
V(z) = .

16) Montrer que U est strictement croissante.

17) Etablir, que pour tout x € &,

U(x+1)=9(z)+ %

Le but des questions suivantes est de montrer que, pour tout x > 0,

1
lim ‘Il(x)—i-z —Inm| =0.
=0

m—+o0 — 1‘—}—]

On pose pour tout x > 0,

o(z) = ¥(z) — In(x).
18) Montrer que la série de terme général (¢(n + 1) — ¢(n)) converge.

19) Montrer que la suite (¢(n),n > 1) converge lorsque Ientier n tend vers
I'infini. Soit C' sa limite.

20) Etablir que I'on a aussi:

lim ¢(x) =C.

T—+00
21) Montrer que si C' # 0,

/ “oydt ~ Cu
1

—+00

22) Montrer que C' = 0.

23) Conclure en considérant W(z +m + 1).
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III. Comportement asymptotique des a,

/

24) En considérant la fraction F", montrer que
n

1
1
S S— o

k n—k

1
Zan,k_'_j B

=0 =0
25) Pour t €]0,1] fixé, on pose u, = oy, [ng pour ¢t €]0, 1[. Démontrer que
n—-+00

i [o o110 (11)] <0

26) Démontrer que la suite (u,,n > 1) est convergente et calculer sa limite,
que l'on notera F(t).

T —oo 0 Tn,0 1 Tn,1 . 2k Tpok 2k+1 Ty, 2k+1 2k+2

Py

Fic. 1 — Modéle de tableau de variation.

FIN DU PROBLEME
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