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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
DEUXIEME EPREUVE
FiliereMP
(Duréedel’épreuve: 4 heures)
(L’usage d’ordinateur ou de calculette est interdit).

Sujet mis aladisposition des concours:
Cycle International, ENSTIM, ENSAE (Statistique), INT, TPE-EIVP.

Les candidats sont priés de mentionner de facon apparente sur la premiére page de la copie :
MATHEMATIQUES 2-Filiére MP.

Cet énoncé comporte 7 pages de texte.

Si, au cours de I’ épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’ énonceg, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
ameneé a prendre.

Il est conselllé aux Candidats de lire e probleme en entier. Les deuxiéme et quatrieme
parties peuvent étre abordées indépendamment des parties précédentes.

Le crible d’ Eratosthéne donne un algorithme qui permet de savoir s un entier est premier ou
non. Il est par suite possible d’indexer la suite des nombres premierspi, i = 1,2,... :

p1=2,p2=3,p3=5,...

Dans tout le probléme la lettre p est réservée aux nombres premiers. Etant donné un réel x,
sapartie entiére [x] est I’ entier n qui vérifie la double inégalité suivante :

X]=n<x<n+1

Etant donné un réel x, supérieur ou égal 42, (x > 2), il existe un entier N égal au rang du
plus grand nombre premier py inférieur ou égal ax

Py =sup{p | p =X}
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Premiere partie

Le but de cette partie est de démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée et
d' étudier lanature de la série determe général Upi, i = 1,2,....

I-1. La suite desnombres premiersest illimitée:

Démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée en considérant, par exemple, pour
n nombres premiers pa, p, ..., Pn donnés, I’ entier Q défini a partir de ces n nombres premiers
par larelation suivante :

Q=Pp1pz..... pn+1=Hpi+1.

i=1
Dans toute la suite n est un entier supérieur ou égal a2 (n > 2), sun réel donné strictement
positif (s > 0)

1-2. Ensemble M, :
a Justifier larelation suivante :

8

(- 4)*-

b. Soient a et b deux entiers, différents|’un de I’ autre, tous les deux supérieurs ou égaux a2
(a+b,a> 2 b> 2);démontrer quelasérie double determe généra u;;,i = 0,1,2,...,

j =0,1,2,..., défini par larelation suivante

I]’

uij: 1 ’ i:011121---1 j:0,1,2,....
aIS.bJS

est sommable. Déterminer sasomme S.

Soient ps1, p, ..., Pn l€SN premiers nombres premiers, My I’ ensembl e des réels obtenus en
considérant tous les produits desréels (p1)°®, (p2)°, ..., (pn)® élevés ades exposants ai,
1 <i < n, entiers positifs ou nuls.

Mn = {m | m= (p1)*“.(p2)S*2.....(Pn)°"", @i € N}.

c. Démontrer que I’ application (a1, az,...,an) — (P1)°**.(P2)°*.....(Pn)°*", de N" dans
Mn, estinjective. En déduire qu’'il est possible d’indexer les réels m dans |’ ordre croissant :
I"applicationi — m; est strictement croissante de N* sur M.

Exemples: écrire la suite des 12 premiers termes de la suite (m; ),y lorsqueleréel sest égal
aletl'entiernéga a2 puisa3.

Il est admis que lasérie determe général vi = 1/m;, i € N*, est convergente ; sa somme est
désignée par le symbole: Y m. Comme le laisse présager I’ alinéa b, le résultat plus général

meMp
ci-dessous est vrai et est admis:

) T h-Th

i=1 : meMn i=1
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Soit f, lafonction définie sur la demi-droite ouverte ]0, «[ par larelation suivante::

n

o = [(1- B )_l'

i=1

Soit N lerang du plus grand nombre premier inférieur an (N = sup{i | pi < n}).
d. Démontrer |'inégalité suivante :

n N _
Z%SEH @#){

k=1

Retrouver, en donnant une valeur particuliére au réel s, lerésultat : lasuite des entiers
premiers est illimitée.

Déterminer, en supposant le réel sinférieur ou égal a1 (0 < s < 1), lalimite, lorsque I’ entier
n tend vers!’infini, de |’ expression f,(s) introduite ci-dessus.

Il est admis, puisque la suite des nombres premiers est illimitée, qu' atout réel x supérieur ou
égal a2 (x > 2), peut étre associe un entier N tel que le réel x soit encadré par les nombres
premiers py €t pPq1 -

PN = X < Pns1-

e. Etablir, lorsque le réel s est strictement supérieur a1 (s > 1), I’ encadrement ci-dessous::

N 0

Sksl(-gr) =Tk

En déduire, pour s > 1, lalimite de |’ expression fn(S) introduite ci-dessus lorsque |’ entier n
tend vers!’infini.

[-3. S&riedetermegénéral 1/p;, i = 1,2,...:
Déduire des résultats ci-dessus la nature de la série de terme général v, i = 1,2, ..., défini
par larelation suivante.

vi—in(1-4).
En déduire la nature de la série de terme géneéral :
wo= A =12

Quelle conclusion qualitative est-il possible d en tirer sur larépartition des nombres premiers
?

I-4. Fonction ¢ :

Soit ¢ lafonction limite de la suite f,. Démontrer que cette fonction, définie d apresla
question I-2.e sur la demi-droite ouverte ]1, oo[ par larelation ci-dessous, est contindment
dérivable.

Qmmn(

N-oo
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Deuxiéme partie

Le but de cette partie est d’ établir une majoration du produit des nombres entiers premiers
inférieurs ou égaux a un entier donné n et d’ encadrer le plus petit commun multiple de tous les
entiersinférieurs ou égaux acet entier n.

Soit toujours n un entier supérieur ou égal a2 (n > 2), N lerang du plus grand nombre
premier inférieur ou égal an ; soit Py, le produit des nombres premiersinférieursou égaux a n :

N
Pn < N < Prns1, Pn= Hpi.

i=1

[1-1. Majoration du produit P, des nombres premiers majorés par un entier n:
a. Construire un tableau donnant pour lesvaleurs 2, 3, 4 et 5 de |’ entier nlesvaleurs de
Nl pN1 Pn, 4n-

b. Vérifier que, si I’entier n+ 1 n’est pas premier, I'inégaité P, < 4" implique I’inégalité
Pn+1 < 4n+1_

c. L’entier n+ 1 est premier dans cet alinéa; justifier I’ existence d’ un entier mtel que :
2m+1=n+1

Démontrer que tout nombre premier pcomprisentrem+2etn+1(mM+2<p<n+1)
divise le coefficient du binome C7' .. Etablir lamajoration suivante

m < m
Coq < 4M

En déduire que I'inégalité Pm.1 < 4™ implique I'inégalité Pp.q < 4™1,

d. En déduire, pour tout entier n > 2, lamajoration :
N
Pn = H pi < 4",
i1

Soit d,, le plus petit commun multiple de touslesentiers 1, 2, 3,..., n.

[1-2. Uneexpressondu p.p.c. m.dy :

Démontrer que le p. p. c. m. dy est égal au produit des nombres premiers p;, inférieurs ou
égaux al’entier n, élevés a des puissances a; égales aux parties entieres du rapport Inn sur Inp; ;
C'est-a-dire:

N
ooznepen o[l o o[ ]
i=1 i
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[1-3. Uneminorationdu p.p.c.m.d,,; :
Etant donné un entier n supérieur ou égal a2 (n > 2), soit |, I'intégrale définie par la
relation suivante :

1
Ih = _[ X" (1-x)" dx.
0
a. Démontrer lamajoration :

|n§4—1n.

b. Démontrer quelep. p. c. m. d, ,,, est divisible par tout entier n+ k+ 1, lorsque I’ entier k
variede0an (0 < k < n). En déduire que le produit d, ,,;.I» €st un entier en considérant, par
exemple, une expression de |, obtenue par dével oppement de (1 - x)" .

Démontrer, al’aide delamajoration del’intégrale I, une minoration du p. p. ¢. m. d, ;.

Troisieme partie

Le but de cette partie est d’ étudier les deux fonctions et 6 définies ci-dessous pour en
déduire un encadrement al’infini du réel z(x).

Pour tout réel x supérieur ou égal a2 (x > 2), 7(X) est égal au nombre des nombres premiers
inférieurs ou égaux au réel x.

N
PN <X <P, m(X) =N=>_1
i=1

Pour tout réel x supérieur ou égal a2 (X > 2), 6(x) est égal ala somme des |logarithmes des
nombres premiers inférieurs ou égaux au réel x.

N
PN < X < pPniz, O(X) = Zlnpi.
i-1

Plus généralement : étant donnée une suite reelle A = (ax),.,, Soit Ha lafonction définie sur
la demi-droite fermée [ 1, o[ , par larelation suivante::

HAa(X) est nul sur I'intervalle [ 1, 2[, égal, pour x > 2, ala somme des termes de la stite A
dont les rangs sont inférieurs ou égaux au rang N du plus grand nombre entier premier inférieur
ou éga ax:

0,s1<x<2

Ha(X) = N
A Zak,siZ§xetpN§x<pN+1.
k=1

[11-1. Un reésultat auxiliaire:
Préciser, pour une suite A = (a;);., donnée, sur quelsintervalleslafonction Ha est continue.
Quels sont ses points de discontinuité ? Préciser en ces points x lavaleur de Ha(x) — Ha(x — 0).
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Soit f une fonction réelle, définie et continlment dérivable sur la demi-droite fermée [2, o0 [ ,
et une suitereelle A = (a;);., ; demontrer larelation suivante : pour tout réel x compris entre py
et pnr1, (PN < X < Pnga) il vient :

N
> a f(pi) = Ha(x) f(x) - jz Ha(t) (1) dt.
i=1

I11-2. Une majoration delafonction r :
a. Démontrer la majoration suivante de lafonction 0 :

0(x) < x In4.

b. Etablir en choisissant, dans larelation éablie ala question précédente, comme suite A, la
suiteInpy, k = 1,2,..., et comme fonction f, lafonction x — 1/Inx, I'inégalité suivante :

*_dt
7T(X) < |n4(ﬁ +IZ W)

c. Démontrer la convergence vers 0, lorsque le réel x croit vers|’infini, de lafonction R(x)
suivante :

Ro = 18X ], (|r?§)2'

Indication : introduire, pour X > 4, lesintégralesde 2 a /X et de /X ax.

d. En déduire I’ existence d’un réel xo tel que, pour tout réel x supérieur ou égal axo, la
fonction 7 vérifie lamajoration suivante :

X
n(X) <41n2 X

[11-3. Une minoration delafonction r :
En utilisant par exemple laminoration du p. p. ¢. m. d, .., obtenue alaquestion I1-3,

démontrer qu’il existe un réel x; tel que, pour tout réel x supérieur ou égal axi, lafonction «
vérifie laminoration suivante :

n2 _x_
7(X) = 2 Inx’

Ces deux résultats sont cohérents avec le ”théoreme des nombres premiers’ éabli par
Hadamard et de La Vallée Poussin en 1896, qui affirme que lafonction = est équivalente a
I"infini alafonction x — x/Inx.
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Quatrieme partie

Soit, dans toute cette partie, un entier n donné (n > 2). L’anneau Z/nZ est I’ ensemble
quotient de|’anneau Z par larelation d’ équivalence : " deux entiersrelatifs sont équivalents si
leur différence est divisible par I’ entier n”. Classiquement un éément de Z/nZ, une classe
d équivalence, est notée a, a étant un représentant de cette classe.

Soit ¢ lafonction qui, al’ entier n, associe le nombre d’ éémentsinversiblesde Z/nZ.

IV-1. Théorémed Euler :
a. Démontrer que, pour que I’ éément a de Z/nZ soit inversible, il faut et il suffit quel’ entier
a soit premier avec n. Donner les valeurs de ¢(n) lorsque I’ entier n prend toute valeur de2a7.

b. Démontrer que I’ensemble (Z/nZ)* des éléments de Z/nZ inversibles est un groupe
multiplicatif. Quel est son cardinal ?

Soit a un entier comprisentre0Oetn—1 (0 < a < n— 1), premier avec n. Soit ¢(n) le
nombre d’ éléments de Z/nZ inversibles. Démontrer larelation :

arm =1, (n).

Indication : considérer |’ application y : b — b.ade (Z/nZ)* danslui-méme puis
I’ expression c définie par larelation suivante :

c= [] ba

be(z/nz)*

c. Application : déterminer le reste de la division de 2513 par 6.
IV-2. Principe de cryptographie:

Soit n un entier (n > 2) égal au produit de deux nombres premierspetq; n = p.q.
a. Démontrer larelation :

e(n) =(pP-1)@-1).

Soit e un nombre entier premier avec (p— 1) (q—1).
b. Etablir I existence d’ un entier d tel que:

ed=1  ((pP-1)(@-1)).
Exemplesimple: n = 6, e = 5; calculer, pour tout élément a de Z/6Z, a®“.
c. Démontrer pour tout éément ade Z/nZ, larelation :

a®d=a  (n).
En fait I’entier e est connu de I’ expéditeur, I’ entier d du destinataire. L’ entier d est tres
difficileacaculer s lafactorisation de |’ entier n n’ est pas connue (les entiers p et g sont grands).
Chiffrement du message a par |’ expéditeur : a — a®; déchiffrement par le destinataire :
a® — (a®)Y. Le message est retrouve.

FIN DU PROBLEME
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