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Soit (Bn) oy |2 stite desréels définis par |es relations suivantes :

n
Bo = 1, By = 1, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a1, By = » | CR B,
p=0

n
Lesréels Ch sont les coefficients du bindme ; le nombre réel CR, noté aussi ( ) est
p

€gal au cardinal de I’ ensemble des parties ayant p é éments d’ un ensemble ayant n éléments.

PREMIERE PARTIE

[-1. Fonction E :
Soit E lafonction définie sur ladroite réelle R par larelation suivante :

E(X) = exp(expx) = €.

a. Démontrer que lafonction E est développable en série entiere sur ladroite réelle R.
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b. Etant donné un entier naturel n, soit A, le réel égal alavaleur deladérivée n-iémedela
fonctionEenO:

A, = E™(0).

Démontrer, en admettant |es conventions habituelles0° = 0! = 1, larelation suivante :
Nk
A, = kZ o
=0

c. Etablir, pour tout entier naturel n (n > 0), une relation de récurrence exprimant An,1 en
fonction de Ao, A1, ..., An.
En déduire I’ expression suivante du réel B, en fonction de A, :

Bn - % An.
[-2. Compar aison de sommesinfinies:

Soit (Un),»;, Une suite de réels strictement positifs (u, > 0) ; on suppose que, pour tout entier
naturel n, la série de terme général ux k", k = 1,2, ..., est convergente. Soit U, sasomme::

Un = i Uk kn.
k=1

a. Démontrer que, pour tout entier p donné supérieur ou égal a1 (p > 1), lorsquel’entier n
croit vers!’infini, le réel U, est égquivalent au reste d’ ordre p de la série défini par larelation :
Ron = D Uk K" ; Cest-ardire:

pour tout entier strictement positif p, Un ~ R, = > kK",
<

b. Etant données deux SUItes (Un) 1 €t (Vn) 1 de réels strictement positifs
(un > 0, vy > 0), démontrer que, si lesréels uy et v, sont équivalents lorsgue I’ entier n croit
versl'infini (Uun ~ Vn), lesdeux suitesderéelsU,, n=1,2,... et V,, n = 1,2,... définispar les
relations suivantes :

Un = iuk kn, Vn = ivk kn,
k=1 k=1

sont équivalentes, lorsgque I’ entier n croit vers|’infini :

Un ~ Vn.

I-3 Fonction fy :
Etant donné un entier n strictement positif (n > 1), soit f, lafonction définie sur ladroite
réelle R par larelation suivante :

{ 0,sx<0,
fa(X) =

eX x 12 g x> 0.
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Etant donné un entier n strictement positif (n > 1), soit s le réel défini par larelation
suivante :

sk = fn(K).

a. Etudier, pour un entier n donné, la convergence de la série de terme général sy,
k=0,12,...; soit S, lasomme de cette série:

S = D fu(k).
k=0

b. Démontrer, lorsque I’ entier n croit vers|’infini, I’ équivalence suivante :

1 0
An ~ fn(k).

DEUXIEME PARTIE

Etant donné un réel A strictement positif (1 > 0), soit @, lafonction définie sur la
demi-droite ouverte ]0, o[, par larelation suivante:

D, (X) = —x Inx+x+ AInx.

I1-1.Etude de lafonction @, :
a. Déterminer des équivalents de @, (x) dans des voisinages de O et de I’infini.

b. Déterminer les variations de lafonction @, sur la demi-droite ouverte ]O, oo[ ; établir en
particulier |I’existence d’ un réel u en lequel lafonction @, atteint son maximum.

c. Soit ¢ lafonction qui, au réel 4, associe leréel u. Démontrer que cette fonction ¢, définie
sur la demi-droite ]0, oo[, est contindment dérivable.

Pour tousréels x et 4 strictement positifs, larelation ci-dessous, dans laquelle le réel u est
I"image par lafonction o duréel 2 (u = p(1)), est admise:

O (u(L+X)) =@u(u) + (- 2)X=InL+Xx)) — u X In(L+X).
I1-2. Maximum de la fonction f, :

a. Démontrer que, pour tout entier n strictement positif, lafonction f, admet un maximum en
un unique point . Est-ce que lafonction f,, est continlment dérivable sur ladroite réelle R ?

b. Etablir les propriétés suivantes vérifiées par lesréels un (n > 1) :
i. En admettant |es inégalités suivantes,

1 3
0< > < 2Iln2 < 5
démontrer quelesréels un, N = 0,1,2, ... vérifient les encadrements suivants :

1 < u1 <2< up; pour tout entier supérieur ou égal a3:/n < un < n.
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ii. leréel un est négligeable devant I’ entier n lorsque I’ entier n croit vers!’infini :
un = 0(n) lorsgque n - oo.

iii. pour tout réel o compris strictement entre O et 1, le réel n* est négligeable devant .,
lorsque I’ entier n croit vers|’infini :

n* = o(un) lorsquen — oo.

TROISIEME PARTIE

Etant donné un entier n strictement positif (n > 1), soit g, lafonction définie sur ladroite
réelle R par larelation suivante :

69~ gy {1+ )

[11-1. Propriétésdelafonction gy :
a. Vérifier, pour tout entier n strictement positif et tout réel x, larelation suivante :

fa(X) = fn(un) gn(%X— «/ﬁ)

b. Donner I’ alure du graphe de la fonction gp.

c. Démontrer que la suite de fonctions (gn) .., converge simplement vers une fonction g ;
expliciter cette fonction g.

d. Démontrer qu’il existe un entier ng tel que, pour tout entier n supérieur ou égal ang
(n > no) et tout réel x strictement supérieur a— /n (x > —/n), lafonction g, vérifiela

majoration suivante :
gn(X) < exp(—% (% -~ In(1+ ﬁ)))

I11-2: Unemajoration delafonction g, :
a. Soit u lafonction définie par larelation suivante :

uex) = X—12 (x—In(L+X)).

Démontrer que cette fonction se prolonge en une fonction dérivable sur la demi-droite
ouverte ]—1, oo[ ; démontrer que cette fonction u est décroissante sur cet intervalle. Préciser son

signe.

b. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal al’ entier ng introduit ala question
I11-1.d, lafonction gy, définie sur la droite réelle, vérifie les majorations suivantes :

On(X) < exp(—XTZ), SXx<0 ; On(X) < exp(—%(x— In(1+x))), s x>0.
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QUATRIEME PARTIE
Recherche d’un équivalent du réel B, lorsque I’ entier n croit indéfiniment.

IV-1. Intégrabilité delafonction gy :
Démontrer que, pour tout entier n strictement positif, lafonction g, est intégrable sur la
droiteréelle. Soit |, lavaleur de sonintégrale:

Ih = J.R On(X) dx.

Démontrer que lasuite de reels (1n),,., est convergente. Il est admis que lalimite de cette
Suite est égalea y2r .

IV-2. Un encadrement dela somme S; :

Etant donné un entier n strictement positif, o’ aprés la question 1-3.a, leréel S, est lasomme
de lasérie determe généra fo(k), k=0,1,2,....

Déterminer desréelsK,, et ¢, telsque lasomme S, soit encadrée de la maniere suivante au
moyen de l’intégrale | :

Kn(In—€n) < Sy < Kq(ln + €n).
LesréelsKp et e, seront explicités en fonction de n, u,, et delafonction f,,. Lasuite e, tend vers
> Indication : Soit p I’entier égal alapartie entiere du réel u,, ; cet entier est défini par les
inégalités ci-dessous:
p<un<p+1
Déterminer des encadrements des deux sommes S;,” et S,,"” définies par les relations suivantes :

P 0
ST =D k) i ST =D falk).
k=0

k=p+1

IV-3. Un équivalent du réel By, :
Déduire des résultats précédents un équivalent du réel By, lorsque I’ entier n croit vers|’infini.

FIN DU PROBLEME
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